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第一部分【几何】 

1. 填空题 

已知一个三角形的三边长分别为 4，5，6，则其外接圆和内切圆的圆心之间的距

离为 __________ . 

答案：
2√14

7
 

解析： 

这道题其实就是一个结论题，不知道结论的话做起来确实比较费时间 

可能会有巧妙的纯几何解法， 毕竟这是一场开卷考试嘛 

为快速解决本题你最好需要知道四个公式/定理 

（证明过程此处暂不赘述） 

设一个三角形的三边长分别为𝑎, 𝑏, 𝑐，其面积为𝑆 

（1） 外接圆半径公式 

其外接圆半径𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑆
 

（2） 内切圆半径公式 

其内切圆半径为𝑟 =
2𝑆

𝑎+𝑏+𝑐
 

（3） 海伦公式 

设 𝑝 =
𝑎+𝑏+𝑐

2
 

则𝑆 = √𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) 

 



（4） 夏普尔定理 

设外接圆和内切圆的圆心之间的距离为𝑑 

则有：𝑑2 = 𝑅2 − 2𝑅𝑟 

接下来就是纯计算过程了 

𝑅𝑟 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑆
·

2𝑆

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
=

𝑎𝑏𝑐

2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
= 4 

𝑝 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
=
15

2
 

𝑆 = √𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) =
15√7

4
 

𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑆
=
8√7

7
 

𝑅2 =
64

7
 

𝑑2 = 𝑅2 − 2𝑅𝑟 =
64

7
− 2 × 4 =

8

7
 

𝑑 =
2√14

7
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. 简答题 

（（1）如图，在△ABC 中，D，E 分别是 AB，AC 上两点，BD = CE，I，J 分别为

△ABC，△ADE 内心，P，Q 分别为 CD，BE 中点，求证：IJ⊥PQ. （4 分） 

（左图为原题的图，右图为解析专用图） 

解析：由内心 I，J 都在∠BAC 的平分线上， 

AIJ 共线取圆（ABC），圆（ADE）交于 K， 

则 K为四边形 BCED 密克点，易得△KDB≌△KEC 

∠IAK=∠IAC+∠EAK= 
1

2
 ∠BAC+∠KDE= 

1

2
 ∠BAC+（90°−

1

2
 ∠BAC）=90° 

那么证 PQ∥AK 即可 

PQ∥AK ⇔ 𝑆△AKQ = 𝑆△AKC ⇔
 𝑆△AKD +  𝑆△AKC

2
=
 𝑆△AKB +  𝑆△AKE

2
 

⇔  𝑆△AKC −  𝑆△AKE =  𝑆△AKB −  𝑆△AKD ⇔  𝑆△KDB −  𝑆△KEC 

又因为△KDB≌△KEC 

证毕. 

 



3. 主题探究题 

调和点列是几何世界中璀璨的明珠，散发着无尽的光芒。其规律简洁而优美：对 

于线段 AB 的内分点 C 和外分点 D，若 
AC

BC
=

AD

BD
 ，则称 A，B，C，D 为调和点列。 

①   轻描淡写勾阿圆 

我们曾学习过“阿波罗尼斯圆”这一特殊的几何图形，若 A，B，C，D 为调

和点列，作以 CD 为直径的一个圆，则该圆上的动点 P，始终满足条件
AP

BP
= k (k ≠1)，

该结论的逆命题依然成立。 

给定非等边△ABC，作∠A 的内，外角平分线分别交直线 BC 于点 X，Y，作

以 XY 为直径的圆，即阿波罗尼斯圆，记该圆为圆 a，接着同理过点 B，C 作出圆

b，圆 c，求证：圆 a，圆 b，圆 c 有且仅有两个公共点.（5 分） 

②  信手执笔出调和 

请尝试证明如下有关调和点列的结论：△ABC 的三个顶点在对应边上的射

影分别为 D，E，F，其外心为 O，点 B，C 对应旁心为Ib，Ic，EF，OD 交

IbIc于点 X，Y，求证：Ib，X，Y，Ic为调和点列.（5 分） 

③   重章叠唱藏瑰丽 

在②的条件下，设过点 B，Y，C 的圆 K 与IbIc的第二个交点为 T，则平面    

上存在一个点 S 使△TBC∽△SFE，且该点能通过只用圆规仅画一个圆的方  

式作出（所给图的所有条件均能使用），试找出该点并证明结论. （6 分） 



作答上题时可能用到的图 

第①题图 

 

 

 

 

 

第②题图 

 

 

 

 

 

第③题图 

 

 

 

 

 



（1） 证明： 

设圆𝑎，圆𝑏交点为 X，Y 

则有 

{

𝐵𝑋

𝐶𝑋
=
𝐴𝐵

𝐴𝐶
𝐶𝑋

𝐴𝑋
=
𝐵𝐶

𝐴𝐵

 

因此有 

𝐵𝐶

𝐴𝐶
=
𝐵𝑋

𝐴𝑋
 

则 X 在圆𝑐上 

同理可得 Y 也在圆𝑐上 

证毕. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（2） 证明： 

作圆 O 和弧 BAC 中点 N 

注意到 IcC<IbC 

设 T 为 BC 延长线上一点 

又因为∠IbCA=∠IbCT 

只需证明∠YCA=∠XCT 

由∠CEX=∠AEF=∠ABC=∠CNX 可知 C，E，N，X 四点共圆 

从而∠ACB+∠XCT=180°—∠ACX=∠ENX 

故∠XCT=∠ENX-∠ACB=∠NEA+∠NAC-∠ACB=∠NEA+∠NCA 

又因为∠YCA=∠NCA+∠NCY 

只需证明∠NEA=∠NCY 

过点 O 作 BC 平行线交 CY 于点 S 

则△ADC 和△NOS 位似，位似中心为点 Y 

又因为△COT∼△BAE 

设 NC 和 OS 交于点 P 

则∠MPC=2∠CNM=∠BAE 

因此△MXC∼△BAE 

从而∠SMP=∠SNP=∠SNO—∠CNM=90°—∠ACB—
1

2
∠BAC 

=∠ABC—（90°—
1

2
∠BAC）=∠ABN 



且∠NPO=90°—∠CNM=∠NAC 

因此∠MPS=∠BAN 

从而△BAN∼△MPS 

因此四边形 BANE∼四边形 MPSC 

最终∠NCY=∠NEA 

证毕. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（3） 

证明： 

给定图中作以 O 为圆心，OB 为半径的圆与 TY 交于点 Q 

即为所求. 

即证明△QFE∼△TCB 

其中 Q 为弧 BAC 的中点 

由（2）可知∠NEF=∠NEA+∠AEF=∠NCY+∠ABC 

=∠CNY+∠NCY=180°—∠NYC 

因此∠NEF=∠TBC 

同理可得∠NFE=∠TCB 

证毕. 

 

 

 

 

 



第二部分【代数】 

1. 填空题 

[A]（设𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ，若{
𝑎2 = 𝑏 − 𝑐
𝑏2 = 𝑐 − 𝑎
𝑐2 = 𝑎 − 𝑏

，则𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =__________. 

答案：0 或 𝒊√𝟔 或 −𝒊√𝟔 

解析： 

设𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑘 

将三式相加，可得𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 0. 

根据(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑘2，可以推得𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 =
𝑘2

2
 

将𝑎2 = 𝑏 − 𝑐两边同乘𝑎，可得𝑎3 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 

以此类推，可得𝑏3 = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏，𝑐3 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 

将三式相加，可得𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = 0. 

−3𝑎𝑏𝑐 = 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 3𝑎𝑏𝑐 

= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐) = −
𝑘3

2
 

因此 𝑎𝑏𝑐 =
𝑘3

6
。 

接着我们用 3 种方法表示𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 

方法①： 

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 =∑(𝑎 − 𝑏)2

𝑐𝑦𝑐

 



= 2(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) − 2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) 

= −𝑘2 

方法②： 

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 =∑𝑎(𝑘𝑎2 −
𝑘2𝑎

2
+
𝑘3

6
𝑐𝑦𝑐

) 

=∑𝑘(𝑘𝑎2 −
𝑘2𝑎

2
+
𝑘3

6
𝑐𝑦𝑐

) −
𝑘2𝑎2

2
+
𝑘3𝑎

6
 

=∑𝑘(𝑘𝑎2 −
𝑘2𝑎

2
+
𝑘3

6
𝑐𝑦𝑐

) −
𝑘2𝑎2

2
+
𝑘3𝑎

6
 

=∑𝑎2 ∙
𝑘2

2
𝑐𝑦𝑐

− 𝑎 ∙
𝑘3

3
+
𝑘4

6
 

= −
𝑘4

3
+
𝑘4

2
 

=
𝑘4

6
 

方法③： 

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 =∑𝑎2(𝑏 − 𝑐)

𝑐𝑦𝑐

 

= (𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎) 

= −𝑎2𝑏2𝑐2 

= −
𝑘6

36
 

使用其中两个列方程，可得𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑘 = 0 或 𝑖√6 或 −𝑖√6 

 



2. 简答题 

设 , ,x y z为实数，且 1xyz = ，存在函数 \{0}f →： 使得 

2( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))f x f y f z x x y z f x f y f z− = + + + +  

求 ( )f x 的表达式. 

解析： 

( ) 0f x = 或 2 1
( )f x x

x
= −  

设 , ,x y z互不相等，且 0x y z+ +  ，于是我们可以得到 

2( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))f x f y f z x x y z f x f y f z− = + + + +   ① 

2( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))f y f z f x y x y z f x f y f z− = + + + +   ② 

2( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))f z f x f y z x y z f x f y f z− = + + + +   ③ 

将 2 − ① ② ③得到 

3 3 3 2 2 2( )( ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )) ( )( ) ( ( ) ( ) ( ))f x f x f y f z f x f y f z x yz x y z f x f y f z+ + − = − + + + +  

不妨设三元函数 

3 3 3( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z f x f y f z= + +  

( , , ) ( )( ( ) ( ) ( ))G x y z x y z f x f y f z= + + + +  

则可将原式化为 



2 2( ) ( , , ) ( ) ( , , )f x F x y z x yz G x y z= −  

不妨设 
2( , , )

( , , )
( , , )

G x y z
H x y z

F x y z
=  

则可将原式化为 

2

( )
( , , )

f x
H x y z

x yz
=

−
 

2( ) ( , , )( )f x H x y z x yz= −  

同理可得 

2( ) ( , , )( )f y H x y z y xz= −  

2( ) ( , , )( )f z H x y z z xy= −  

代入①可得 

2 3 3 3 3 3 3( , , ) ( 3 ) ( , , ) ( 3 )H x y z x x y z xyz H x y z x x y z xyz+ + − = + + −  

易得 ( , , ) 0H x y z = 或 ( , , ) 1H x y z =  

从而 

( ) ( ) ( ) 0f x f y f z= = =  

或 

2 2 2( ) , ( ) , ( )f x x yz f y y xz f z z xy= − = − = −  

又因为 1xyz =  

因此 ( ) 0f x = 或 2 1
( )f x x

x
= −  



3. 主题探究题 

我们称 k[x] 为定义在数域 k 上的一元多项式环，∀ f (x) ∈ k[x]，f (x) = ∑
i=0

n

aix
i, 

称 n 为 f (x)的次数，记作 n = deg f (x)， n ∈ ℕ，ai ∈ k. 我们称一个 f (x)在 k 上 

可约：当∃ g (x)，h (x) ∈ k[x]， g (x)，h (x)的次数不为 0，且 f (x) = g (x) ∙ h (x). 

（1） 求证：x5 − x − 1 在 Q[x] 上不可约，并进一步讨论，对于哪些n ∈ ℕ+， 

xn − x − 1在 Q[x] 上不可约.（3 分） 

（2） 设 p 是一个质数， p 的 b 进制展开式为 p = ∑
i=0

n

aib
i，其中 ai 表示各位数，

 0 ≤ ai ≤ b− 1，求证：多项式  f (x) = ∑
i=0

n

aix
i 在 Q[x] 上不可约.（3 分） 

（3） 设 p 是一个质数，存在 f (x) ∈ 𝑍[x]，且 f (x) 在 𝑍[x] 上不可约，并使得 

[( − 1)
deg  f (x) f (0)]

1

p 是无理数，求证： f (x p)  在 𝑍[x] 上不可约.（6 分） 

（4） 设 P，Q 为两个复系数多项式，r ∈ R+，若在以原点为圆心，半径为 r  

的圆周上任意一点 Z，都有|P(Z)− Q(Z)| < |Q(Z)|，求证：P，Q 在此圆内有

相同数量的零点.（且计重数，即 (Z− Z0)
k 算 k 个）（8 分） 

 

 

 



（1） 求证：x5 − x − 1 在 Q[x] 上不可约，并进一步讨论，对于哪些n ∈ ℕ+， 

xn − x − 1在 Q[x] 上不可约.（3 分） 

解析： 

引理 1 

2𝑅𝑒 (𝑧 −
1

𝑧
) >

1

|𝑧|2
− 1 

其中𝑅𝑒(𝑧)指复数𝑧的实部。 

由引理 1 

2𝑅𝑒 (𝑧1 −
1

𝑧1
) + 2𝑅𝑒 (𝑧2 −

1

𝑧2
) + ⋯+ 2𝑅𝑒 (𝑧𝑠 −

1

𝑧𝑠
) 

>
1

|𝑧1|2
+

1

|𝑧2|2
+⋯+

1

|𝑧𝑠|2
− 𝑠 ≥ 0 

根据均值不等式，因为|𝑧𝑖|的积恰是|𝑓(0)| = 1，于是 

𝑅𝑒 (𝑧1 −
1

𝑧1
) + 𝑅𝑒 (𝑧2 −

1

𝑧2
) + ⋯+ 𝑅𝑒 (𝑧𝑠 −

1

𝑧𝑠
) > 0 

另一方面，因为𝑓首项系数为 1 且为整系数 

𝑅𝑒 (𝑧1 −
1

𝑧1
) + 𝑅𝑒 (𝑧2 −

1

𝑧2
) + ⋯+ 𝑅𝑒 (𝑧𝑠 −

1

𝑧𝑠
) 

是一个整数，所以至少是 1，对于𝑔同理可推出 

𝑅𝑒(𝑧1 −
1

𝑧1
+ 𝑧2 −

1

𝑧2
+⋯+ 𝑧𝑛 −

1

𝑧𝑛
) ≥ 2 

其中𝑧1, 𝑧2, 𝑧𝑛是𝑥𝑛 − 𝑥 − 1所有的根。 



但是，这是不可能的。 

因为根据𝑉𝑖𝑒𝑡𝑒公式 

𝑧1 −
1

𝑧1
+ 𝑧2 −

1

𝑧2
+⋯+ 𝑧𝑛 −

1

𝑧𝑛
= 1 

这表明任何这样的分解都是不可能的，所以𝑥𝑛 − 𝑥 − 1在𝑍[𝑥]上不可约。 

我们现在只需要应用高斯引理来获得一个完整的证明。 

 

（2） 设 p 是一个质数， p 的 b 进制展开式为 p = ∑
i=0

n

aib
i，其中 ai 表示各位数， 

 0 ≤ ai ≤ b− 1，求证：多项式  f (x) = ∑
i=0

n

aix
i 在 Q[x] 上不可约.（3 分） 

解析： 

显然gcd(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 1，所以由高斯引理足以证明𝑓在 Z 上不可约。 

首先，我们讨论𝑏 > 3的情况，𝑏 = 2的情况更难一点。 

假设 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 

是𝑓的非平凡因式分解。 

因为𝑝是一个质数，数字𝑔(𝑏)和ℎ(𝑏)之一等于1或−1 

 



令这个数字是𝑔(𝑏)，而𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛是𝑓的零点，则存在{1,2, … , 𝑛}的一个子集 

𝐴满足 

𝑔(𝑥) = 𝑎∏(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑖∈𝐴

 

我们现在证明了一个有用的结果。 

引理 2  𝑓的每个复零点都有非正实部或绝对值小于
1+√4𝑏−3

2
 

证明如下， 

观察到，若|𝑧| > 1且𝑅𝑒(𝑧) > 0，则𝑅𝑒(
1

𝑧
) > 0 

根据三角不等式 

|
𝑓(𝑧)

𝑧𝑛
| ≥ |𝑎𝑛 +

𝑎𝑛−1
𝑧
| − (𝑏 − 1)(

1

|𝑧|2
+⋯+

1

|𝑧|𝑛
) 

> 𝑅𝑒 (𝑎𝑛 +
𝑎𝑛−1
𝑧
) −

𝑏 − 1

|𝑧|2 − |𝑧|
 

≥
|𝑧|2 − |𝑧| − (𝑏 − 1)

|𝑧|2 − |𝑧|
 

所以若𝑓(𝑧) = 0且𝑅𝑒(𝑧) > 0，则 

|𝑧| ≤ 1   或   |𝑧| <
1 + √4𝑏 − 3

2
 

这就建立了引理。 

现在仍然需要巧妙地应用这个引理。 

 



我们断言对于𝑓的任意零点𝑥𝑖有|𝑏 − 𝑥𝑖| > 1 

事实上，若𝑅𝑒(𝑥𝑖) ≤ 0，一切都清楚了。否则 

|𝑏 − 𝑥𝑖| ≥ 𝑏 − |𝑥𝑖| > 𝑏 −
1 + √4𝑏 − 3

2
≥ 1 

若𝑏 ≥ 3则很容易地验证，故|𝑔(𝑏)| > 1，矛盾。 

现在来看更难的情况，当𝑏 = 2时： 

我们将提供一个非常漂亮的解决方案。 

想法是要证明对于𝑓的任意零点𝑥𝑖有|2 − 𝑥𝑖| > |1 − 𝑥𝑖| 

保留先前的符号，我们将推断 

1 = |𝑔(2)| > |𝑔(1)| 

于是𝑔(1) = 0 

这意味着𝑓(1) = 0，显然不可能。 

现在取𝑥为𝑓的一个零点并观察到若|2 − 𝑥| > |1 − 𝑥|， 

则𝑅𝑒(𝑥) > (
3

2
) 

所以若𝑦 =
1

𝑥
有|𝑦| < 1，且𝑦满足关系式 

𝑦𝑛 + (
1

2
±
1

2
) 𝑦𝑛−1 +⋯+ (

1

2
±
1

2
) 𝑦 + 1 = 0 

 



乘以𝑦𝑛+1并把两个关系式相加，我们得到同一类型的关系式，（但是随着𝑛的增加）

通过重复这个论述，我们推断 

存在无穷多个𝑁使得𝑦满足关系式 

𝑦𝑁 + (
1

2
±
1

2
) 𝑦𝑁−1 +⋯+ (

1

2
±
1

2
) + 1 = 0 

或写作 

1 +
1

2
∙ (𝑦 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑁) =

1

2
∙ (±𝑦 ± 𝑦2 ±⋯± 𝑦𝑁) 

三角不等式意味着对无数个𝑁有 

|
2 − 𝑦 − 𝑦𝑁+1

2(1 − 𝑦)
| ≤

|𝑦| − |𝑦|𝑁+1

2(1 − |𝑦|)
 

考虑到|𝑦| < 1，由上面的不等式推出 

|
2 − 𝑦

1 − 𝑦
| ≤

|𝑦|

1 − |𝑦|
 

最后一个不等式意味着 

|
2𝑥 − 1

𝑥 − 1
| ≤

1

|𝑥| − 1
≤ 2 

于是 

|2𝑥 − 1| ≤ |2𝑥 − 2| 

这对于𝑅𝑒(𝑥) ≥
3

2
是不可能的 

至此我们完成了断言的证明，也解决了此题目。 



（3）设 p 是一个质数，存在 f (x) ∈ 𝑍[x]，且 f (x) 在 𝑍[x] 上不可约，并使得 

[( − 1)
deg  f (x) f (0)]

1

p 是无理数，求证： f (x p)  在 𝑍[x] 上不可约.（6 分） 

解析： 

考虑𝛼为𝑓的一个复零点，设 

𝑛 = deg 𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑝 

ℎ = 𝑔 − 𝛼，应用前面的结果，可以证明ℎ在𝑄[𝛼][𝑥]上不可约。 

因为𝑄[𝛼] ∈ 𝐶可以证明𝛼不是𝑄[𝛼]的元素的𝑝次方。 

假设存在𝑢 ∈ 𝑄[𝑥]至多为𝑛 − 1次，使得𝛼 = 𝑢𝑝(𝛼)成立 

设𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛是𝑓的零点 

因为𝑓不可约且𝛼是它的一个零点，𝑓是𝛼的最小多项式， 

所以𝑓一定可以整除𝑢𝑝(𝑥) − 𝑥，从而 

𝛼1 · 𝛼2 ·. . .· 𝛼𝑛 = (𝑢(𝛼1) · 𝑢(𝛼2) · … · 𝑢(𝛼𝑛))
𝑝 

是有理数 

但是 

𝛼1 · 𝛼2 ·. . .· 𝛼𝑛 = (−1)
𝑛𝑓(0) 

意味着√(−1)𝑛𝑓(0)
𝑝

∈ 𝑄，矛盾。 



（4）设 P，Q 为两个复系数多项式，r ∈ R+，若在以原点为圆心，半径为 r  

的圆周上任意一点 Z，都有|P(Z)− Q(Z)| < |Q(Z)|，求证：P，Q 在此圆内有

相同数量的零点.（且计重数，即 (Z− Z0)
k 算 k 个）（8 分） 

证明： 

这个定理的证明不是初等的，但是用一点微积分，就可以很优雅地证明它。 

设𝐿为所有可微的，具有连续导数的弧𝛾：[0, 2𝜋] → 𝐶的集合， 

满足𝛾(0) = 𝛾(2𝜋)和𝛾不会消失，𝛾 ∈ 𝐿的指标定义为 

𝐼(𝛾) =
1

2𝜋𝑖
· ∫

𝛾′(𝑡)

𝛾(𝑡)
𝑑𝑡

2𝜋

0

 

我们断言𝐼(𝛾)是一个整数 

事实上，考虑 

𝐾(𝑡) = 𝑒
∫  

𝛾′(𝑡)
𝛾(𝑡)

𝑑𝑡
𝑡 
0  

并注意到𝐾是可微的，以及 

𝐾′(𝑡) = 𝐾(𝑡) ·  
𝛾′(𝑡)

𝛾(𝑡)
 

则
𝐾(𝑡)

𝐼(𝛾)
是一个连续函数。 

所以，由𝛾(0) = 𝛾(2𝜋) 

必有𝐾(0) = 𝐾(2𝜋)。 



恰好说明𝐼(𝛾)是一个整数。 

下列结果对证明是必要的： 

引理 3  在不包含原点的圆中弧𝛾 ∈ 𝐿的指数是 0 

证明.  设𝐵(𝑥, 𝑟)为以𝑥为圆心，半径𝑟 > 0的圆，假设𝛾含在不含原点在内的

𝐵(𝜔, 𝑠)中（于是𝑠 < |𝜔|），即对于所有𝑡，|𝛾(𝑡) − 𝜔| < 𝑠. 

目的是做一个𝛾的连续变形，保持指数不变。在某一时刻，新曲线的指数可

以被简单地计算出来，为此取𝑢 ∈ [0, 1]，并考虑在[0, 2𝜋]上应用 

𝑓𝑢(𝑡) = 𝑢𝛾(𝑡) + (1 − 𝑢)𝜔 

不等式表明𝑓𝑢 ∈ 𝐿且这条弧在𝐵(𝜔, 𝑠)内。 

另一方面，我们断言映射𝜙(𝑢) = 𝐼(𝑓𝑢)是连续的。 

因为它只取整数值（根据前面的标注），故必为常数。 

因此，𝐼(𝛾) = 𝐼(𝑓1) = 𝐼(𝑓0) = 0 

所以，让我们证明𝐼(𝑓𝑢)对于𝑢是连续的。 

事实上，注意到 

|
𝑓𝑢
′(𝑡)

𝑓𝑢(𝑡)
−
𝑓𝑣
′(𝑡)

𝑓𝑣(𝑡)
| = |

𝜔(𝑢 − 𝑣)𝛾′(𝑡)

(𝑢𝛾(𝑡) + (1 − 𝑢)𝜔)(𝑢𝛾(𝑡) + (1 − 𝑣)𝜔)
| 

≤
|𝜔| · |𝑢 − 𝑣| · |𝛾′(𝑡)|

(|𝜔| − 𝑠)2
 



因为 

|𝑢𝛾(𝑡) + (1 − 𝑢)𝜔| ≥ |𝜔| − |𝑢| · |𝛾(𝑡) − 𝜔| ≥ |𝜔| − 𝑠 

对这个不等式应用积分推出𝐼(𝑓𝑢)满足 

|𝐼(𝑓𝑢) − 𝐼(𝑓𝑣)| ≤
|𝜔|

2𝜋(|𝜔| − 𝑠)2
· ∫ |𝛾′(𝑡)|𝑑𝑡 · |𝑢 − 𝑣|

2𝜋

0

 

这就证明了𝐼(𝑓𝑢)连续，引理证毕。 

这个引理意味着𝐿中两条足够接近的曲线具有相等的指数。 

事实上，假设𝛾1和𝛾2属于𝐿且对于所有𝑡满足 

|𝛾1(𝑡) − 𝛾2(𝑡)| < |𝛾2(𝑡)| 

那么对于所有𝑡圆弧𝛾(𝑡) =
𝛾1(𝑡)

𝛾2(𝑡)
满足 

|𝛾1(𝑡) − 1| < 1 

因为|𝛾1(𝑡) − 1|在紧区间[0, 2𝜋]也连续，推出它的最大值小于 1，即存在一个不

包含原点的圆包含𝛾。 

由引理，𝛾有指数 0 

但快速计算表明𝐼(𝛾) = 𝐼(𝛾1) − 𝐼(𝛾2) 

于是𝛾1和𝛾2具有相等的指数。 

 



最后，让我们证明这个特殊的 Rouche 定理。 

考虑弧𝛾1(𝑡) = 𝑃(𝑅𝑒
𝑖𝑡)和𝛾2(𝑡) = 𝑄(𝑅𝑒𝑖𝑡) 

观察到不等式|𝑃(𝑧) − 𝑄(𝑧)|， 

意味着𝛾𝑖不会在[0, 2𝜋]消失。 

于是𝛾1, 𝛾2属于𝐿且 

|𝛾1(𝑡) − 𝛾2(𝑡)| < |𝛾2(𝑡)| 

这样两条弧有相同的指数。 

但对于多项式𝑃很容易计算出相关曲线的指数！ 

事实上，假设 

𝑃(𝑧) = 𝑎(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧𝑛) 

其中𝑧𝑖不必不同，那么显而易见 

𝑃′(𝑧)

𝑃(𝑧)
=∑

1

𝑧 − 𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

 

这表明若𝛾(𝑡) = 𝑃(𝑅𝑒𝑖𝑡)，则 

𝐼(𝛾) =
𝑅

2𝜋
·∑∫

𝑒𝑖𝑡

𝑅𝑒𝑖𝑡 − 𝑧𝑗
𝑑𝑡

2𝜋

0

𝑛

𝑗=1

 

现在我们看到|𝑧𝑗| ≠ 𝑅 

 



假设|𝑧𝑗| < 𝑅，那么 

∫
𝑒𝑖𝑡

𝑅𝑒𝑖𝑡 − 𝑧𝑗
𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

𝑅
∫

1

1 −
𝑧𝑗𝑒−𝑖𝑡

𝑅

𝑑𝑡 =
2𝜋

𝑅

2𝜋

0

 

事实上， 

1

1 −
𝑧𝑗𝑒−𝑖𝑡

𝑅

= 1 + ∑
𝑧𝑗
𝑚𝑒−𝑖𝑚𝑡

𝑅𝑚
𝑚≥1

 

和𝑒−𝑖𝑚𝑡对于所有𝑚 ≥ 1在[0, 2𝜋]上的平均值为 0 

因为关于𝑡的一致收敛性， 

我们可以改变积分和求和的顺序， 

可以看到 

1

𝑅
∫

1

1 −
𝑧𝑗𝑒−𝑖𝑡

𝑅

𝑑𝑡 =
2𝜋

𝑅

2𝜋

0

 

现在，同理可证 

∫
𝑒𝑖𝑡

𝑅𝑒𝑖𝑡 − 𝑧𝑗
𝑑𝑡

2𝜋

0

= 0,    |𝑧𝑗| > 𝑅 

因此𝐼(𝛾)恰好是以原点为中心的，半径为𝑅的圆内𝑃的零点个数 

证毕. 

 



第三部分【数论】 

1. 填空题 

[A] 设 𝑛 为两位数，若 2𝑛 + 3 | 2𝑛! − 1 ，则 𝑛 𝑚𝑖𝑛 = __________ . 

答案：88 

解析：首先我们证明结论：如果𝑛 ≥ 10，那么当且仅当 𝑛 + 1 和 

 2𝑛 + 3 都是素数时，才有 2𝑛 + 3 | 2𝑛! − 1， 

如果 𝑛 + 1 和 2𝑛 + 3 都是素数，则假设 2𝑛 + 3 | 2𝑛! − 1，根据费马

小定理，有2𝑛 + 3 | 22𝑛+2 − 1，然而，由于 𝑛 + 1 是素数，gcd(2𝑛 +

2, 𝑛!) = 2，因此 2𝑛 + 3 | 22 − 1 = 3，产生矛盾。 

接下来我们引入𝜑(𝑛)（的念，，𝜑(𝑛)（代表小于等于𝑛（且与𝑛（互质的正整

数的个数。 

如果 2𝑛 + 3 （是合数，则𝜑(2𝑛 + 3 )（是数数且最多为2𝑛（，因此𝜑(2𝑛 +

3 )|𝑛! 

如果 𝑛 + 1 是合数但 2𝑛 + 3 是素数，则2𝑛 + 2|𝑛! ，因此 

 2𝑛 + 3| 2𝑛! − 1， 

100 以内的素数是 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,  

53、59、61、67、71、73、79、83、89、97。设其中一个为 𝑛 + 1（，

那么使得2𝑛 + 3为素数的最大数字是 89，因此 𝑛 𝑚𝑖𝑛为 88。 



2. 简答题 

𝑣𝑝(𝑛)表示正整数𝑛的素因子分解式中素数𝑝的幂次.（设𝑎 ∈ ℕ+，

若存在至少 2 个奇素数𝑝能够使不等式 ∑
𝑘=1

𝑎

(−1)𝑣𝑝(𝑘!) < 0成立，求

𝑎𝑚𝑖𝑛 

答案：229 

解析： 

设𝑡 = 𝑎 + 1，题目中 ∑
𝑘=1

𝑎

(−1)𝑣𝑝(𝑘!)，为 𝑓(𝑎 + 1) − 1 = 𝑓(𝑡) − 1，题 

最小值只能取到−1题而且如果对于两个奇素数𝑝1,𝑝2同时使 

𝑓(𝑝1, 𝑡) = 𝑓(𝑝2, 𝑡) = 0题假设在 1~250 之间存在这样的𝑡. 

对奇素数𝑝 ≥ 7题由于𝑝3 ≥ 343题在 1~250 之间的𝑓(𝑝, 𝑡)的零点只 

有𝑡 = 2𝑚𝑝,1 ≤ 𝑚 ≤
𝑝−1

2
 

所以如果𝑝1, 𝑝2 ≥ 7题在 1~250 之间不会有𝑓(𝑝1, 𝑡)和𝑓(𝑝2, 𝑡)的 

公共零点𝑡. 



否则若𝑝1 > 𝑝2，题由零点的形式可知𝑡|2𝑝1𝑝2，题 2𝑝1𝑝2 > 2𝑝2
2 >

2𝑝2(𝑝2 − 1)不可能是𝑓(𝑝2, 𝑡)的零点. 

如果𝑝2 = 3题𝑓(3, 𝑡)在 1~250 之间的零点分别是2 × 3 = 6,  

2 × 33 − 2 × 3 = 48题2 × 33 = 54 

如果𝑝2 = 5题𝑓(5, 𝑡)在 1~250 之间的零点分别是2 × 5 = 10, 

4 × 5 = 20题2 × 53 − 4 × 5 = 230题2 × 53 = 250. 

𝑓(3, 𝑡)和𝑓(5, 𝑡)在 1~250 之间没有公共零点题那𝑝1 ≥ 7题并且𝑡|2𝑝1 

𝑓(3, 𝑡)的 3 个零点都没有大于 3 的素因子题𝑓(5, 𝑡)的 5 个零点只

有 230 有≥7的素因子 23题且230 = 2 × 5 × 23是𝑓(23, 𝑡)的零点 

所以，在 1~250 之间仅有𝑡 = 230，同时是两个奇素数𝑝1 = 23，和

𝑝2 = 5的𝑓(𝑝, 𝑡)公共零点. 

对应的𝑎 = 𝑡 − 1 = 229便是最小的满足目意的正整数. 

 



3. 主题探究题 

二次剩余是初等数论中的重要念，，为判断二次（甚至高次）同余方程组

是否有解这一类问题提供了基础的理论依据. 在对于二次剩余的分析中，引入

勒让德符号不仅将文字语言全部转为数学语言，同时大大简化了计算，更容易

推导出一系列二次剩余的性质. 下面，我们首先给出两者定义： 

二次剩余：给定 m ∈ N,  m ≥ 2,  a ∈ Z,  gcd (a, m) = 1, 若存在 x ∈ Z，使得 

x2 ≡ a (mod  m), 则称 a 为模 m 的二次剩余；否则，则称 a 为模 m 的二次非剩余. 

勒让德符号：给定素数 p ， a ∈ Z，定义： 

(
a

p
) = {  

 1       当 a 为模 m 的二次剩余  

−1       当 a 为模 m 的二次非剩余

0       当 p 整除 a                          

 

下面我们给出有关两个与二次剩余和勒让德符号相关的重要定理，在作答

本题时可直接使用. 

欧拉判别法则：设 p 为奇素数， gcd (a, p) = 1. 

若 a
p−1

2 ≡ 1 (mod  p) , 则 a 为模 m 的二次剩余； 

若 a
p−1

2 ≡ −1 (mod  p) , 则 a 为模 m 的非二次剩余. 

高斯引理：设 p 为奇素数， gcd (a, p) = 1，则 

(
x

p
) = (− 1)

|{1 ≤ k < 
p
2

:{kx}p> 
p
2
}|

 

其中 {kx}p 代表 kx 模 p 后的余数. 

             

 



下面，我们来证明如下命题： 

（1） （4 分）设 p 为奇素数， gcd (a, p) = 1， f (x) 为整系数多项式，当 x 遍历 

模 p 的完全剩余系时， 

∑ (
ax+b

p
) = 0

x (mod  p)

 

（2） （4 分）由（1）的条件，若多项式  f (x) 是奇函数，则 

当 p 为 4m + 1 型素数时，有： 

∑  (
 f (x)

p
) = 2∑ (

 f (x)

p
) 

p−1
2

x=1

p−1

x=1

 

当 p 为 4m + 3 型素数时，有： 

∑  (
 f (x)

p
) = 0

p−1

x=1

 

（3） （6 分）当 p 为足够大的 4m + 3 型素数时，求证：存在x，y，z ∈

{1, 2, …, p− 1}，使得： 

{
  
 

  
 

  

(
x

p
) = (

x+ 1

p
) = 1

− (
y

p
) = (

y + 1

p
) = 1

(
z

p
) = − (

z+ 1

p
) = 1

 

（4） （6 分） 设 p为奇素数， gcd ( x (1− x) ,  p) = 1，则有： 

( − 1)
|{1 ≤ k < 

p
2
:{kx}p>p}| = (

2 x (1− x)

p
) 

 

 



（1）解析： 

引理 1（（因为(𝑎, 𝑝) = 1，所以当𝑥遍历模𝑝的完全剩余系时， 

𝑎𝑥 + 𝑏也遍历其完全剩余系（（（（（（（（（（（（（（（（（（ 

----------1 分 

引理 2（（若𝑎 ≡ 𝑎′ (𝑚𝑜𝑑  𝑝)，则(
𝑎

𝑝
) = (

𝑎′

𝑝
) 

证明： 

𝑎 ≡ 𝑎′ (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

𝑎
𝑝−1
2 ≡ 𝑎′ 

𝑝−1
2  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

因为𝑝为奇素数，通过费马小定理，有： 

𝑎
𝑝−1
2 ≡ 𝑎′ 

𝑝−1
2  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑  𝑝)或者 

𝑎
𝑝−1
2 ≡ 𝑎′ 

𝑝−1
2 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑  𝑝)成立 

由欧拉判别法则，𝑎和𝑎′同为模𝑝的二次剩余，或模𝑝的二次非剩



余，即(
𝑎

𝑝
) = (

𝑎′

𝑝
)（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（（ 

----------1 分 

引理 3（（𝑝为奇素数，在𝑎 ∈ {1,2…𝑝 − 1}中，有一半的𝑎为模𝑝的

二次剩余，另一半的𝑎为模𝑝的二次非剩余. 

考虑模𝑝意义下的多项式𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝 − 𝑥 

由费马小定理，对于∀𝑎 ∈ {1,2…𝑝 − 1}, 

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑  𝑝), 𝑎𝑝 − 𝑎 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

因此，∀𝑎 ∈ {1,2…𝑝 − 1}为𝑓(𝑥)的根(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥𝑝−1 − 1) = 𝑥 (𝑥
𝑝−1
2 + 1) (𝑥

𝑝−1
2 − 1) = 𝑥𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 

𝑔(𝑥)的最高次项指数为
𝑝−1

2
 

因此由数论中的拉格朗日定理可知 

𝑔(𝑥) = 𝑥
𝑝−1
2 + 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 



至多有
𝑝−1

2
个解； 

同理，ℎ(𝑥) = 𝑥
𝑝−1

2 − 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

至多有
𝑝−1

2
个解。 

当𝑓(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝)，且𝑥 ∈ {1,2…𝑝 − 1}时，gcd(𝑥, 𝑝) = 1 

𝑓(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝)，因此𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

故𝑔(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝)或ℎ(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

现在已知{1,2…𝑝 − 1}全为𝑓(𝑥)的解， 

则𝑔(𝑥)和ℎ(𝑥)均恰有
𝑝−1

2
个解。 

由欧拉判别法则，有一半的𝑎 ∈ {1,2…𝑝 − 1}（为模𝑝（的二次剩余，

另一半为模𝑝的二次非剩余。 

----------1 分 

 



回到原问题， 

由引理 1，2， ∑
x (mod p)

 

(
𝑎𝑥+𝑏

𝑝
) = ∑

x (mod p)

 

(
𝑥

𝑝
) 

∑
x=1 

𝑝−1

(
𝑥

𝑝
) 

由引理 3， ∑
x=1 

𝑝−1

(
𝑥

𝑝
)=0 

因此 ∑
x (mod p)

 

(
𝑎𝑥+𝑏

𝑝
) = 0 

----------1 分 

（2）解析： 

引理 4（（ 

若(
−1

𝑝
) = 1（（则𝑝为4𝑚 + 1型素数 

若(
−1

𝑝
) = −1（（则𝑝为4𝑚 + 3型素数 

证明： 

𝑝 = 4𝑚 + 1:  (−1)
𝑝−1

2 = (−1)
4𝑚+1−1

2 = (−1)2𝑚 = 1 (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 



由欧拉判别法则，−1为模𝑝的二次剩余 

𝑝 = 4𝑚 + 3:  (−1)
𝑝−1

2 = (−1)
4𝑚+2

2 = (−1)2𝑚+1 = −1 (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

由欧拉判别法则，−1为模𝑝的二次非剩余 

----------1 分 

引理 5（（(
𝑚𝑛

𝑝
) = (

𝑚

𝑝
) (

𝑛

𝑝
) 

证明：由欧拉判别法则可知 

𝑎为模𝑚的二次剩余，则𝑎
𝑝−1

2 ≡ 1 = (
𝑎

𝑝
)  (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

𝑎为模𝑚的二次非剩余，则𝑎
𝑝−1

2 ≡ −1 = (
𝑎

𝑝
)  (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

则(
𝑚𝑛

𝑝
) = (𝑚𝑛)

𝑝−1

2 ≡ 𝑚
𝑝−1

2 𝑛
𝑝−1

2 (
𝑚

𝑝
) (

𝑛

𝑝
)  (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

因为𝑝为奇素数，且|(
𝑚𝑛

𝑝
) − (

𝑚

𝑝
) (

𝑛

𝑝
)| ≤ 2 

所以，(
𝑚𝑛

𝑝
) = (

𝑚

𝑝
) (

𝑛

𝑝
) 

----------1 分 



回到原问题，由引理 2 

(
𝑓(𝑝 − 𝑥)

𝑝
) = (

𝑓(−𝑥)

𝑝
) 

因为𝑓(𝑥)为奇函数， 

(
𝑓(−𝑥)

𝑝
) = (

−𝑓(𝑥)

𝑝
) 

由引理 5 

(
−𝑓(𝑥)

𝑝
) = (

−1

𝑝
)(
𝑓(𝑥)

𝑝
) 

由引理 4 

(
𝑓(𝑝 − 𝑥)

𝑝
) =

{
 
 

 
 (

𝑓(𝑥)

𝑝
)     𝑝为 4𝑚 + 1型素数

−(
𝑓(𝑥)

𝑝
)     𝑝为 4𝑚 + 3型素数

 

----------1 分 

∑
x=
𝑝+1
2  

𝑝−1

(
𝑓(𝑥)

𝑝
)= ∑

x=1 

𝑝−1
2

(
𝑓(𝑝 − 𝑥)

𝑝
) 

则有 



=

{
 
 

 
 

∑
x=1 

𝑝−1
2

(
𝑓(𝑥)

𝑝
)     𝑝为 4𝑚 + 1型素数

− ∑
x=1 

𝑝−1
2

(
𝑓(𝑥)

𝑝
)     𝑝为 4𝑚 + 3型素数

 

故 ∑
x=1 

𝑝−1

(
𝑓(𝑥)

𝑝
) = ∑

x=1 

𝑝−1

2

(
𝑓(𝑥)

𝑝
) + ∑

x=
𝑝+1

2
 

𝑝−1

(
𝑓(𝑥)

𝑝
) 

= {2 ∑
x=1 

𝑝−1
2

(
𝑓(𝑥)

𝑝
)     𝑝为 4𝑚 + 1型素数

0                          𝑝为 4𝑚 + 3型素数

 

----------1 分 

（3）解析： 

引理 6（（若(𝑘, 𝑝) = 1，则当𝑥遍历𝑝的完全剩余系时， 

𝑘𝑥𝑝−2也遍历𝑝的完全剩余系。 

证明：由费马小定理，𝑥遍历𝑝的完全剩余系时， 

𝑥𝑝−1 ≡ 𝑥𝑝−2 · 𝑥 ≡ 1  (𝑚𝑜𝑑  𝑝) 

则𝑥和𝑥𝑝−2为模𝑝的数论倒数。 



已知若𝑎遍历𝑝的完全剩余系，则𝑎的模𝑝数论倒数也遍历。 

则𝑥𝑝−2遍历，因为gcd(𝑘, 𝑝) = 1，则𝑘𝑥𝑝−2也遍历。 

----------1 分 

引理 7（（（（若(𝑘, 𝑝) = 1，则 ∑
x (mod p)

 

(
𝑥(𝑥+𝑘)

𝑝
)= − 1 

证明： ∑
x (mod p)

 

(
𝑥(𝑥+𝑘)

𝑝
)= ∑

𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥𝑝−1·𝑥(𝑥+𝑘)

𝑝
) 

由引理 6（（（（（（= ∑
𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥𝑝−1·𝑥𝑝−2(𝑥+𝑘)

𝑝
) 

= ∑
𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥2𝑝−2 + 𝑘𝑥2𝑝−3

𝑝
) 

= ∑
𝑥=1

𝑝−1

(
1 + 𝑘𝑥𝑝−2

𝑝
) 

= ∑
𝑥=1

𝑝−1

(
1 + 𝑥

𝑝
) 

= ∑
𝑥=2

𝑝

(
𝑥

𝑝
) 

= ∑
𝑝 (𝑚𝑜𝑑  𝑝)

 

(
𝑥

𝑝
) − 1 = −1 

----------1 分 



引理 8（（（（当𝑝 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑  4)，（𝑝 ≥ 3 

|{𝑥 ∈ {1,2…𝑝 − 1}: (
𝑥

𝑝
) = (

𝑥 + 1

𝑝
) = 1}| =

𝑝 − 3

4
> 0 

证明：构造如下和式 

∑
𝑥=1

𝑝−2  (
𝑥
𝑝
) + 1

2
·
 (
𝑥 + 1
𝑝

) + 1

2
 

----------1 分 

可以知道 

|{𝑥 ∈ {1,2…𝑝 − 1}: (
𝑥

𝑝
) = (

𝑥 + 1

𝑝
) = 1}|

= ∑
𝑥=1

𝑝−2  (
𝑥
𝑝
) + 1

2
·
 (
𝑥 + 1
𝑝

) + 1

2
 

=
1

4
∑
𝑥=1

𝑝−2

[(
𝑥

𝑝
) (
𝑥 + 1

𝑝
) + (

𝑥

𝑝
) + (

𝑥 + 1

𝑝
) + 1] 

=
1

4
[ ∑
𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥2 + 𝑥

𝑝
) + ∑

𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥

𝑝
) + ∑

𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥

𝑝
) +  𝑝 − 2] 

 

 



由引理 7 

∑
𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥2 + 𝑥

𝑝
) = −1 

当𝑥 = 𝑝 − 1时， 

(
(𝑝 − 1)2 + 𝑝 − 1

𝑝
) = (

𝑝2 − 2𝑝 + 1 + 𝑝 − 1

𝑝
) 

= (
0

𝑝
) = 0 

则 

∑
𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥2 + 𝑥

𝑝
) = −1 

由引理 3 可知 

∑
𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥

𝑝
) = 0 

则 

∑
𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥

𝑝
) + (

𝑝 − 1

𝑝
) = 0 

因为𝑝 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑  4)时，(
𝑝−1

𝑝
) = (

−1

𝑝
) = −1 



则有 

∑
𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥

𝑝
) = −1 

综上所述 

1

4
[ ∑
𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥2 + 𝑥

𝑝
) + ∑

𝑥=1

𝑝−2

(
𝑥

𝑝
) + ∑

𝑥=1

𝑝−1

(
𝑥

𝑝
) +  𝑝 − 2] 

=
1

4
[−1 + 1 − 1 + 𝑝 − 2] 

=
𝑝 − 3

4
> 0 

----------1 分 

回到原问题： 

|{𝑦 ∈ {1,2…𝑝 − 2}: − (
𝑦

𝑝
) = (

𝑦 + 1

𝑝
) = 1}| 

= |{𝑦 ∈ {1,2…𝑝 − 2}: (
𝑦 + 1

𝑝
) = 1}| −

𝑝 − 3

4
 

=
𝑝 − 1

2
− 1 −

𝑝 − 3

4
 

=
𝑝 − 3

4
> 0 



且 

|{𝑧 ∈ {1,2…𝑝 − 2}: (
𝑧

𝑝
) = −(

𝑧 + 1

𝑝
) = 1}| 

= |{𝑧 ∈ {1,2…𝑝 − 2}: (
𝑧

𝑝
) = 1}| −

𝑝 − 3

4
 

=
𝑝 − 1

2
−
𝑝 − 3

4
 

=
𝑝 + 1

4
> 0 

所以这样的𝑥, 𝑦, 𝑧均存在。 

----------1 分 

（4）解析： 

引理 9（（（（(
2

𝑝
) = (−1)

𝑝2−1

8 （（𝑝为奇素数 

证明：给定𝑘，对2𝑘作𝑚𝑜𝑑  𝑝的带余数除法 

2𝑘 = 𝑝𝑞𝑘 + 𝑟𝑘 

0 ≤ 𝑟𝑘 < 𝑝 − 1（（（（其中𝑞𝑘 = [
2𝑘

𝑝
] 



对𝑘从 1 到
𝑝−2

2
求和： 

∑
𝑘=1

𝑝−2
2

2𝑘 = ∑
𝑘=1

𝑝−2
2

𝑝𝑞𝑘 + ∑
𝑘=1

𝑝−2
2

𝑟𝑘 

因为𝑘 ≤
𝑝−1

2
 

𝑞𝑘 = [
2𝑘

𝑝
] < [

2 ·
𝑝
2
𝑝
] = 1 

𝑞𝑘 = 0 

因此 

∑
𝑘=1

𝑝−2
2

2𝑘 = ∑
𝑘=1

𝑝−2
2

𝑟𝑘 

= 2 ·
𝑝2 − 1

8
 

= ∑
{2𝑘}𝑝<

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑟𝑘 + ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑟𝑘 

= ∑
{2𝑘}𝑝<

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑟𝑘 + ( ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

(𝑝 −
 

𝑟𝑘)) 

+2 ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

𝑟𝑘 − ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

𝑝 

 



因为 

∑
{2𝑘}𝑝<

𝑝
2
    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑟𝑘 + ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2
    1≤𝑘<

𝑝
2

(𝑝 −
 

𝑟𝑘) 

= ∑
1≤𝑘<

𝑝
2

1 =
𝑝2 − 1

8

 

 

所以 

𝑝2 − 1

8
= 2 ∑

{2𝑘}𝑝>
𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑟𝑘 − ∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2    1≤𝑘<

𝑝
2

 

𝑝 

故 

(−1)
𝑝2−1
8 = (−1)

∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2
    1≤𝑘<

𝑝
2

 
𝑝

 

= (−1)

∑
{2𝑘}𝑝>

𝑝
2
    1≤𝑘<

𝑝
2

 
1

 

= (−1)|{1≤𝑘<
𝑝
2
:{2𝑥}𝑝>

𝑝
2}| 

----------2 分 

由高斯引理 

(−1)
𝑝2−1
8 = (

2

𝑝
) 



回到原问题, 

对于∀𝑘 = 1,2…
𝑝−1

2
，不难发现 

[
𝑘𝑥

𝑝
] − [

𝑘(𝑥 − 1)

𝑝
] = {

0        如果{𝑘𝑥}𝑝 > 𝑘

1        如果{𝑘𝑥}𝑝 < 𝑘
 

因此 

|{1 ≤ 𝑘 <
𝑝

2
: {𝑘𝑥}𝑝 > 𝑘}| 

=
𝑝 − 1

2
− ∑

𝑘=1

𝑝−1
2

([
𝑘𝑥

𝑝
] − [

𝑘(𝑥 − 1)

𝑝
]) 

----------1 分 

由高斯引理 

(
𝑥

𝑝
) = (−1)|{1≤𝑘<

𝑝
2
:{𝑘𝑥}𝑝>

𝑝
2}| 

可得 

(
−1

𝑝
) = (−1)|{1≤𝑘<

𝑝
2
:{−𝑥}𝑝>

𝑝
2}| 

= (−1)
𝑝−1
2  



则 

(−1)|{1≤𝑘<
𝑝
2
:{𝑘𝑥}𝑝>𝑘}| · (

−1

𝑝
) 

= (−1)
𝑝−1
2 − ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
([
𝑘𝑥
𝑝 ]−[

𝑘(𝑥−1)
𝑝 ]

· (
−1

𝑝
) 

= (−1)
𝑝−1
2 − ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
([
𝑘𝑥
𝑝 ]−[

𝑘(𝑥−1)
𝑝 ])

· (−1)
𝑝−1
2  

= (−1)
𝑝−1
2
− ∑
𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘𝑥
𝑝
]+ ∑
𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘(𝑥−1)
𝑝 ]

· (−1)
𝑝−1
2  

= (−1)
(𝑝−1)− ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘𝑥
𝑝 ]+ ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘(𝑥−1)
𝑝 ]

 

= (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘𝑥
𝑝 ]+ ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
[
𝑘(𝑥−1)
𝑝 ]

 

= (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2 𝑘𝑥−{𝑘𝑥}𝑝

𝑝 + ∑
𝑘=1

𝑝−1
2 𝑘(𝑥−1)−{𝑘(𝑥−1)}𝑝

𝑝  

= (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
(2𝑥−1)𝑘·

1
𝑝− ∑

𝑘=1

𝑝−1
2 {𝑘𝑥}𝑝

𝑝 − ∑
𝑘=1

𝑝−1
2 {𝑘(𝑥−1)}𝑝

𝑝  

= (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
(2𝑥−1)𝑘

· (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘𝑥}𝑝+ ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘(𝑥−1)}𝑝

 

= (−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
𝑘
· (−1)

∑
𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘𝑥}𝑝+ ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘(𝑥−1)}𝑝

 

= (−1)
𝑝2−1
8 · (−1)

∑
𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘𝑥}𝑝+ ∑

𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘(𝑥−1)}𝑝

 

= (−1)
𝑝2−1
8 · (−1)

∑
𝑘=1

𝑝−1
2
({𝑘𝑥}𝑝+{𝑘(𝑥−1)}𝑝)

 

----------1 分 



因为𝑝为奇素数 

{𝑘𝑥}𝑝 ≡ 1 + 𝑝 − {𝑘𝑥}𝑝 (𝑚𝑜𝑑  2) 

∑
𝑘=1

𝑝−1
2

{𝑘𝑥}𝑝 ≡ ∑
{𝑘𝑥}𝑝<

𝑝
2
    𝑘=1

𝑝−1
2

{𝑘𝑥}𝑝 + ∑
{𝑘𝑥}𝑝>

𝑝
2
    𝑘=1

𝑝−1
2

(1 + 𝑝 − {𝑘𝑥}𝑝) 

= ∑
{𝑘𝑥}𝑝>

𝑝
2
    𝑘=1

𝑝−1
2

1 + ∑
𝑟=1

𝑝−1
2

𝑟 

= |{1 ≤ 𝑘 <
𝑝

2
: {𝑘𝑥}𝑝 >

𝑝

2
}| +

𝑝2 − 1

8
 (𝑚𝑜𝑑  2) 

所以 

由引理 9 和高斯引理 

(−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘𝑥}𝑝

= (
𝑥

𝑝
) (
2

𝑝
) = (

2𝑥

𝑝
) 

相似地，我们可以得到 

(−1)
∑
𝑘=1

𝑝−1
2
{𝑘(𝑥−1)}𝑝

= (
𝑥 − 1

𝑝
) (
2

𝑝
) = (

2(𝑥 − 1)

𝑝
) 

 



根据之前的结果 

(−1)|{1≤𝑘<
𝑝
2
:{𝑘𝑥}𝑝>𝑘}| · (

−1

𝑝
) 

= (−1)
𝑝2−1
8 · (−1)

∑
𝑘=1

𝑝−1
2
({𝑘𝑥}𝑝+{𝑘(𝑥−1)}𝑝)

 

可以得到 

(−1)|{1≤𝑘<
𝑝
2
:{𝑘𝑥}𝑝>𝑘}| · (

−1

𝑝
) 

= (−1)
𝑝2−1
8 · (

2𝑥

𝑝
)(
2(𝑥 − 1)

𝑝
) 

= (
2𝑥(𝑥 − 1)

𝑝
) 

则 

(−1)|{1≤𝑘<
𝑝
2
:{𝑘𝑥}𝑝>𝑘}| 

=
(
2𝑥(𝑥 − 1)

𝑝
)

(
−1
𝑝
)

 

= (
2𝑥(1 − 𝑥)

𝑝
) 

----------2 分 

证毕. 



第四部分【组合】 

1. 填空题 

[A] 你参加了俄罗斯转盘赌. 庄家在弹夹中的三个随机弹位里塞了

子弹，你身旁的倒霉蛋连续开了两枪，第一枪没有射出子弹，第二枪

送他上了西天. 接着手枪递到了你的手上，你__________ [填“应该”

/（“不应该”]旋转弹仓（至一个随机弹位）后再开枪，此时你的存活

念率为__________ . （（下图是使用的手枪——柯尔特蟒蛇，一击必杀，

内含 6 个弹位，每次开枪后弹仓会逆时针旋转一个弹位） 

 

 

 

 

答案：“应该”，
2

3
 

解析： 

如果转弹仓，那么弹仓里还有 2 颗子弹，又因为一共有 6 个弹

位，因此存活念率一定是 
2

3
. 

让我们分类讨论来计算不转弹舱的存活念率： 

不妨设六个弹位逆时针排列依次分别为 1 号位，2 号位，3 号位，

4 号位，5 号位和 6 号位。 



首先讨论三颗子弹的位置情况（（假设每个弹位的位数都加一算作

同种情况，特别的，6 号弹位加 1 为 1 号弹位） 

第 1 种，如果三颗子弹全部相邻： 

不妨设三颗子弹在 1 号位，2 号位和 3 号位，那么倒霉蛋的第一

枪必定在 6 号位，第二枪在 1 号位。那么，如果转弹仓，存活念

率为 0% 

第 2 种，如果三颗子弹分别在 1 号位，2 号位，4 号位，则易得

存活念率为 50% 

第 3 种，如果三颗子弹分别在 1 号位，2 号位，5 号位，则易得

存活念率为 50% 

第 4 种，如果三颗子弹分别在 1 号位，3 号位，5 号位，则易得

存活念率为 100% 

其余所有情况均与上述四种情况重合， 

因此不转弹仓后的存活念率为 50% 

综上所述，你应该转弹舱后再开枪，此时你的存活念率为 
2

3
 

 

 



2. 简答题 

在 100×100 的网格中，每行每列都有 3 个红色方格，即共有 300 个红色方格.  

对于 k + ，我们总是可以删去 k 个红色方格后，使得任意 2×2 的网格内不全

是红色方格，求 mink . 

解析： 

首先证明 50k = 时能够使条件成立，再证明 50k = 是最小值。 

我们假设删去的红色方格为淡蓝色方格。 

设从上到下依次为第 1 行，第 2 行…第 100 行。 

我们删去数数行的第二个红色方格，则可以确保任意 2×2 的网格内不全是红色

方格，如下图所示：（删去奇数行同理） 

 

 

 

 

 

 

这是因为，每一个 2×2 的网格必定包含两个相邻的数数行方格。 

如果删去数数行的第二个方格，则必定能确保不存在两个相邻的数数行红色方格。 

接下来证明 50k = 是最小值： 

由于有 300 个红色方格，考虑如下构造： 



 

 

 

 

 

 

显然可以出现 50 个 2×2 的网格全部为红色方格，且 50 个为最大值。 

因此如果 50k  ，则不能确保任意 2×2 的网格内不全是红色方格 

综上所述，最小值为 50. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. 主题探究题 

 鸽笼原理是指，若ai ∈ R，m = ∑
i=1

n

ai，则 ∃ j,  aj ≥
m

n
. 

（1） 设 A 是 Zn 的子集，Zn = {0, 1, 2…n− 1}，且|A| ≤
lnn

1.7
，求证：∃ r ≠ 0,  r ∈ ℤ，

   使得| ∑
S∈A

e
2πi

n
sr| ≥

|A|

2
.（4 分） 

（2） 设1 ≤ m < n，m, n ∈ 𝑍,    aij ∈ ℕ，其中1 ≤ i ≤ n,  1 ≤ j ≤ m，记 Aj = ∑
i=1

n

|aij|， 

  且  ∀ 1 ≤ j ≤ m，Aj ≠ 0，求证：存在不全为零的整数 xi (1 ≤ i ≤ n)，且 

  |xi| ≤ Π
i=1

m

Aj

1

n−m，有 ∑
i=1

n

aijxi = 0.（5 分） 

（3） 求证：存在一个 c > 0，使得对于∀n ∈ 𝑁+，∃ A ⊆ {1, 2, 3…n}. |A| ≥ ne−c√lnN， 

   且 A 中无三项成等差数列.（5 分） 

（4） 对于 n ≥ 2，设 An 是所有系数属于{−1, 0, 1}的 n 次多项式的因子集合，设 

C(n) 为属于 An 的整系数多项式的最大系数.  求证：对∀𝜀 > 0，∃ k ∈ 𝑁+， 

    使得对所有n > k，有2
n 

1
2
−𝜀

< C(n) < 2
n
.（6 分） 

 

 

 

 



（1） 设 A 是 Zn 的子集，Zn = {0, 1, 2…n− 1}，且|A| ≤
lnn

1.7
，求证：∃ r ≠ 0,  r ∈ ℤ，

   使得| ∑
S∈A

e
2πi

n
sr| ≥

|A|

2
.（4 分） 

解析： 

设 1 2{ , ,..., }nA a a a= ，定义
1 2

2 2 2

( ) ( , ,..., )
n

i i i
a t a t a t

n n ng t e e e
  

= ，0 1t n  − ， 

将单位圆周分为 6 段相等的弧，那么这些 k 元组被分成6k 个等价类。 

由于
ln

1.7

n
k  ，故 6kn  ，则 1 2t t  ，使 1( )g t 与 2( )g t 在同一个等价类， 

若 2 1r t t= − ，则
2

2 12 ( )
Re( ) cos( ) cos( )

3

j

i
ra jn

a t t
e

n

  −
=   

故
| |

| ( ) | Re | ( ) |
2

A
f r f r   

 

（2） 设1 ≤ m < n，m, n ∈ 𝑍,    aij ∈ ℕ，其中1 ≤ i ≤ n,  1 ≤ j ≤ m，记 Aj = ∑
i=1

n

|aij|， 

  且  ∀ 1 ≤ j ≤ m，Aj ≠ 0，求证：存在不全为零的整数 xi (1 ≤ i ≤ n)，且 

  |xi| ≤ Π
i=1

m

Aj

1

n−m，有 ∑
i=1

n

aijxi = 0.（5 分） 

解析： 

记
1 2 1 2

1 1 1

( , ,..., ) ( , ,..., )
n n n

n i i i i im i

i i i

f x x x a x a x a x
= = =

=     

显然对于 [0, ],i ix m x   ，设 1 2 1... 0 ...p p na a a a a+        

有：
1 1

1

[ ]( ... ) ( ... )[ ]
n

p n i i p

i

M a a a x a a M+

=

+ +   + +  

故
1

n

i i

i

a x
=

 至多取
1

[ ]( | |) 1
n

i

i

M a
=

+ 个值. 



故 f 的像至多
1 2

1

(1 [ ] ) ... (1 [ ])
m

m

i m

i

M A A A A M
=

+  +  

故取
1

1 2| | ( .. )n m
mM A A A −=   知 ( ) ( )f x f y =  

即可取 v x y= − ，满足条件. 

 

（3） 求证：存在一个 c > 0，使得对于∀n ∈ 𝑁+，∃ A ⊆ {1, 2, 3…n}. |A| ≥ ne−c√lnN， 

   且 A 中无三项成等差数列.（5 分） 

解析： 

定义 2

1 2

1

( , , ) { | ( , ,..., ), {1,2,..., }, }
n

n i i

i

F n M r x x x x x x M x r
=

= =  =  

由抽屉原理， n r M n   ，令
2

2
| ( , , ) |

( 1)

n nM M
F n M r

n M n

−

 
−

个元素. 

记 : ( , , ) {1,2,..., }f F n M r N→ ，其中 1

1 2

1

( , ,..., ) (2 )
n

i

n i

i

f x x x M x−

=

=  

若向量 , ,x y z的像 ( ), ( ), ( )f x f y f z 成等差. 

则 1

1

( 2 )(2 ) 0
n

i

i i i

i

x y z M −

=

+ − = ⟹ 2i i ix y z+ =  

而 , ,x y z同属 ( , , )F n M r 在 nR 上为球面. 

故 x y z= = ，故
1 2

2 1
| ( , ,..., ) | (2 )

2 1

n
n

n

M
f x x x M M

M

−
  

−

（ ）
 

故考虑 [ ]
2

nN
M = ，则 ( ( , , )) {1,2,..., }f F n M r N ，且 ( ( , , ))f F n M r 无等差数列. 

且

2

2

24

n

n n

n

M N

n n

−

−

−
 ，取 [ ln ]n N= 知 ( ( , , ))f F n M r 至少有 lnc NNe− 个元素. 



（4）对于 n ≥ 2，设 An 是所有系数属于{−1, 0, 1}的 n 次多项式的因子集合，设 

C(n) 为属于 An 的整系数多项式的最大系数.  求证：对∀𝜀 > 0，∃ k ∈ 𝑁+， 

    使得对所有n > k，有2
n 

1
2
−𝜀

< C(n) < 2
n
.（6 分） 

解析： 

先证
1

2

( ) 2nC n
−

 ， 

对于deg f n 的多项式 f ， 0ia = 或 1 

记 1( ) ( (1), '(1),..., (1))Nf f f f −= ， ( ) 1( 1)j jf n + +  

故 的像至多
21 2 ...(1 ) (1 )N Nn n+ + ++  +  

另一方面， f 的原像共 12n+ 个，故
212 (1 )n Nn+  +  

由抽屉原理，存在 ,f g 的的像 ( ), ( )f g  相同， 

且 ( ) 1kf g− = − 或 0 或 1，且 ( 1) |Nx f g− − . 

由于 ( 1)Nx − 中最大系数为 2

N

NC 且
2

4
2

2 1

N
N N

NC
N

 
+

 

故 2( ) n

nC n C . 

取
2

[ ]
log ( 1)

n
N

n
=

+
即有

2 1(1 ) 2N Nn ++  ， 

于是
1

2N n
−

 . 



再证 ( ) 2nC n  ，对
0

( ) ,
n

k

k k

k

f x a x a
=

=   

定义 f 的 Mahler 度量
1

( ) | | max(1,| |)
n

n i

k

M f a x
=

=  ，其中 ix 为 f 的根. 

Landau 不等式： 2 2 2

0 1( ) + ... nM f a a a + +  

证明：设 1 ~ nz z 为单位根，则 2 2

1 1 0 0 0

| ( )| ( )( )
N N n n n

i i

j i j i j i

j j i i i

f z a z a z N a−

= = = = =

= =      

由 AM GM− 即得 2 2

1 2

0

| ( ) ( )... ( ) |
n

i n

i

a f z f z f z
=

  

而 1 2( )( )...( ) 1N

Nx z x z x z x− − − = −  

故 1 2 1 2| ( ) ( )... ( ) | | | |1 ||1 | ... |1 |N N N N

n n nf z f z f z a x x x= − − −  

⟹ 2

0 1

| | |1 |
nn

NN
i n

i i

a a x
= =

 −  ，而 lim |1 | max(1,| |)nn
n

n
z z

→
− =  

⟹ 2

0

( )
n

i

i

M f a
=

   

Landau 不等式告诉我们，对于 f ， 0kf  = 或-1 或 1， ( ) 1M f n +  

设 g 为这样的多项式， ( ) ( ) ( )g x f x p x=  

则 ( ) ( ) ( ) ( )M g M f M p M f=  ⟹ ( ) 1M f n +  

于是对于 ix 为 f 根， 1 2| ... | ( )i i ix x x M f   

⟹
[ ]
2 ( ) 1
n

nC M f n + ，
[ ]
2 2
n

n

nC  . 

⟹ ( ) 2nC n   
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